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SUR LES REPRE´SENTATIONS MIXTES DES GROUPES
DE LIE RE´SOLUBLES EXPONENTIELS
A. Baklouti, A. Ghorbel et H. Hamrouni
Abstract
Let G be an exponential solvable Lie group, H and A two closed
connected subgroups of G and σ a unitary and irreducible rep-
resentation of H. We prove the orbital spectrum formula of the
Up-Down representation ρ(G,H,A, σ) = IndGH σ|A. When G is
nilpotent, the multiplicities of such representation turns out to be
uniformly inﬁnite or ﬁnite and bounded. A necessary and suf-
ﬁcient condition for the ﬁniteness of the multiplicities is given.
The same results are obtained when G is exponential solvable Lie
group, H and A are invariant.
1. Introduction
Soit G un groupe de Lie re´soluble exponentiel d’alge`bre de Lie g et
H ⊂ G un sous-groupe ferme´ connexe. Soient π et σ deux repre´sentations
unitaires et irre´ductibles de G et de H respectivement. H. Fujiwara a
de´termine´ des formules explicites de de´sinte´gration en irre´ductibles des
repre´sentations IndGH σ et π|H en termes de spectre et de multiplicite´s
de repre´sentations (voir [8] et [9]). On se demande si on peut obtenir
des formules analogues pour des repre´sentations qui font intervenir a` la
fois des repre´sentations induites et des restrictions de repre´sentations.
C’est en fait ce qu’on appelle dans ce travail des repre´sentations mixtes
ou de type mixte. Plus pre´cise´ment, ce sont des repre´sentations de
la forme ρ(G,H,A, σ) = IndGH σ|A. L’objet de ce travail est l’e´tude
de ce type de repre´sentations. Comme motivation, l’e´tude de telles
repre´sentations porte un grand inte´reˆt sachant que la de´composition des
repre´sentations mixtes et leur entrelacement nous fournit de nouvelles
de´sinte´grations lisses de L2(G) pour les groupes exponentiels (voir [1]).
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Une autre motivation vient originalement de la the´orie des actions er-
godiques comme l’explique R. L. Lipsman dans [12]. Ce dernier auteur
e´tudie le spectre et les multiplicite´s d’un type particulier de repre´senta-
tions mixtes pour des groupes de Lie nilpotents connexes et simplement
connexes. C’est la repre´sentation
ρ(G,H,A) = IndGH 1|A(1)
qui e´tait l’objet de l’e´tude en supposant que H est un sous-groupe ferme´
de G et A un sous-groupe abe´lien de G. Plus pre´cise´ment, l’auteur a
de´termine´ un spectre concret et une formule de multiplicite´s explicite
en utilisant la me´thode des orbites. Notre premier objectif dans cet
article est d’e´crire des formules de de´sinte´gration des repre´sentations
mixtes pour tous les groupes de Lie re´solubles exponentiels sans restric-
tions sur les sous-groupes H et A et sur la repre´sentation σ ∈ Hˆ. Un
autre objectif de ce travail est de de´terminer des conditions ne´cessaires
et suﬃsantes pour lesquelles les multiplicite´s des repre´sentations inter-
venant dans les composantes isotypiques de ρ(G,H,A, σ) sont ﬁnies
presque partout. Pour acque´rir de telles conditions, il faut de´ja` que
la repre´sentation τ(σ) = IndGH σ soit a` multiplicite´s ﬁnies et que pour
presque tout π ∈ spectre(τ(σ)) la repre´sentation π|A soit encore a` multi-
plicite´s ﬁnies. Ces dernie`res conditions ne sont ge´ne´ralement pas
suﬃsantes pour assurer la ﬁnitude des multiplicite´s de la repre´senta-
tion ρ(G,H,A, σ).
Quand G est nilpotent, nous de´montrons que les multiplicite´s de la
repre´sentation mixte ρ(G,H,A, χ) sont uniforme´ment inﬁnies ou uni-
forme´ment ﬁnies et borne´es. Nous exhibons aussi dans ce cas une con-
dition ne´cessaire et suﬃsante pour la ﬁnitude de ces multiplicite´s. Ici, χ
de´signe un caracte`re unitaire de H. Cette condition porte manifestement
sur les sous-groupes H et A et leurs actions sur certains espaces en faisant
intervenir des ensembles semi-alge´briques. Le fait de travailler en util-
isant un caracte`re unitaire ne repre´sente aucune perte de ge´ne´ralite´s dans
ce cas. En eﬀet, toutes les repre´sentations unitaires et irre´ductibles sont
monomiales et le re´sultat est de´ductible pour une repre´sentation quel-
conque σ de H. Quand le groupe G est exponentiel et A s’ave`re une po-
larisation G-invariante pour certains e´le´ments ge´ne´riques, nous montrons
que les multiplicite´s de la repre´sentation ρ(G,H,A, σ) co¨ıncident avec
celle de τ(σ) et sont uniformes, donc ne de´pendent pas de A. Lorsque
les sous-groupes H et A sont invariants (et G est exponentiel), nous mon-
trons que la repre´sentation mixte ρ(G,H,A, χ) est sans multiplicite´s ou
a` multiplicite´s uniforme´ment e´gales a` l’inﬁni. Nous donnons alors des
conditions ne´cessaires et suﬃsantes pour la ﬁnitude dans ce cas.
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L’e´tude de telles repre´sentations pourrait eˆtre faite plus ge´ne´ralement
sur des groupes localement compacts. Mackey a e´tudie´ la de´sinte´gration
de telles repre´sentations quand A et H sont re´gulie`rement lie´s (voir [17]).
D’autre part J. Ludwig prouve dans le Lemme 4.2 de [16] que si H et
A sont des sous-groupes normaux d’un groupe localement compact G et
A ⊂ H, alors le support de la repre´sentation mixte ρ(G,H,A, σ) est de
la forme (σ|A)g, g ∈ G ou` (σ|A)g(a) = σ(g · a · g−1), a ∈ A.
2. Ge´ne´ralite´s
Soit G un groupe de Lie re´soluble exponentiel d’alge`bre de Lie g, c’est
a` dire un groupe de Lie re´el tel que l’application exponentielle:
exp: g −→ G
soit un diﬀe´omorphisme. Soit g l’espace dual de g. Le groupe G agit
sur g par la repre´sentation coadjointe. Pour tout f dans g, on de´ﬁnit
la forme biline´aire alterne´e Bf sur g× g par Bf (X,Y ) = f([X,Y ]). Si a
est une sous-alge`bre de g, on note a(f) = {X ∈ g/Bf (X, a) = 0} et
a⊥ = {l ∈ g : l|a = 0} ou` l|a de´signe la restriction de l a` a. Si a ⊂
a(f), on dit que a est une sous-alge`bre isotrope pour Bf . On note aussi
S(f, g) l’ensemble des sous-alge`bres isotropes pour Bf . Etant donne´ un
e´le´ment h de S(f, g), on note χf le caracte`re unitaire de H = exp(h)
de´ﬁni par
χf (exp(Y )) = eif(Y ), Y ∈ h.(2)
Ce caracte`re induit une repre´sentation unitaire τ = τ(f) = IndGH χf
de G. Soit σ une repre´sentation de H associe´e a` l’orbite ΩHσ , qui agit sur
un espace de HilbertHσ et construisons la repre´sentation τ(σ) = IndGH σ.
Nous allons pre´ciser dans ce qui suit la fac¸on avec laquelle on de´ﬁnit la
repre´sentation τ(σ). Soient dg une mesure de Haar a` gauche sur G et ∆G
la fonction module de G de sorte que l’on a:∫
G
F (gx−1) dg = ∆G(x)
∫
G
F (g) dg (x ∈ G)
pour toute fonction F appartenant a` l’espace K(G) des fonctions con-
tinues sur G a` support compact. Il est bien connu que
∆G(x) = |det Ad x|−1 (x ∈ G).
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On a, pour X dans h,
∆H,G(expX) = exp(Tr adg/hX).
Soit K(G,H) l’espace des fonctions nume´riques F continues sur G, a`
support compact modulo H et qui ve´riﬁent:
F (gh) = ∆H,G(h)F (g) (g ∈ G, h ∈ H).
G agit sur cet espace par translation a` gauche. On sait ([5]) que, a`
un scalaire multiplicatif pre`s, il existe une et une seule forme line´aire






Si ∆H = ∆G sur H, νG,H (c’est par exemple le cas quand H est un
sous-groupe normal de G) est une mesure G-invariante sur l’espace ho-
moge`ne G/H.
On note K(σ, h, G) l’espace des fonctions F continues sur G a` valeurs
dans Hσ et qui ve´riﬁent:
F (gh) = ∆1/2H,G(h)σ(h)
−1F (g) (g ∈ G, h ∈ H)
et dont le support est compact modulo H. Si F appartient a` K(σ, h, G),





La repre´sentation induite τ(σ) = IndGH σ de G se re´alise par translation
a` gauche dans l’espace de Hilbert Hτ (σ) comple´te´ de K(σ, h, G, || · ||)
muni de la norme de´ﬁnie ci-dessus.
Soit M(f, g) l’ensemble des e´le´ments de S(f, g) de dimension max-
imale et I(f, g) le sous-ensemble de S(f, g) forme´ des sous-alge`bres h
telles que τ(f) soit irre´ductible. Alors il est bien connu qu’un e´le´ment h
de S(f, g) est dans I(f, g) si et seulement si h ve´riﬁe la condition de
Pukanszky, a` savoir que H · f = f + h⊥, h⊥ de´signant l’orthogonal de h
dans g; on dira dans ce cas que h est une polarisation de Pukanszky.
Cette dernie`re condition est vraie pour tout e´le´ment de M(f, g) lorsque
G est nilpotent.
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Lorsque h ne ve´riﬁe pas la condition de Pukanszky, alors la repre´senta-
tion τ(f) n’est plus irre´ductible. On la de´compose en une inte´grale
hilbertienne de repre´sentations unitaires irre´ductibles. C’est le sous-
espace aﬃne Γf = Γτ(f) = f + h⊥ qui porte la mesure de de´sinte´gration
de τ(f). Notons Gˆ le dual unitaire de G, soit Θ: g → Gˆ l’application de
Kirillov-Bernat, le dual unitaire de G, Gˆ est parame´tre´ par l’espace des
orbites coadjointes g/G au moyen de la bijection induite Θ¯ : g/G→ Gˆ
(cf. [5]). Pour π ∈ Gˆ on note ΩGπ = Θ−1(π) l’orbite associe´e. Soit
q : g → h et p : g → a les projections canoniques de h et a. Il existe
sur la sous-varie´te´ q−1(ΩHσ ) de g
 une mesure µ˜ bien de´termine´e par la
mesure canonique sur ΩHσ et par la mesure de Lebesgue sur l’orthogonal
de h dans g. On prend une mesure ﬁnie sur g e´quivalente a` µ˜ qu’on
note aussi µ˜. Nous prenons l’image µ de µ˜ par l’application de Kirillov-
Bernat.
D’apre`s H. Fujiwara (cf. [8]), la repre´sentation τ(σ) satisfait la formule







ou` νσG,H est l’image par l’application q
−1(ΩHσ ) → G · q−1(ΩHσ )/G de la
mesure naturelle sur q−1(ΩHσ ) ⊂ g et nσφ est le nombre des H-orbites
contenues dans q−1(ΩHσ ) ∩G · φ (voir aussi [2], [7] et [14]).
Gardons nos hypothe`ses, G = exp(g) un groupe de Lie re´soluble ex-
ponentiel, H = exp(h) et A = exp(a) deux sous-groupes de G. Con-
side´rons maintenant une repre´sentation unitaire et irre´ductible π associe´e
a` une orbite coadjointe Ωπ = ΩGπ ⊂ g d’une forme line´aire f . Soit π|A
la restriction de π a` A et µπ une mesure ﬁnie sur Ωπ e´quivalente a`
la mesure G-invariante. Alors d’apre`s H. Fujiwara (cf. [9]), la restric-







ou` nψπ = #[(Ωπ∩p−1(A·ψ))]/A et µπG,A est la mesure image de la mesure
canonique sur Ωπ par l’application Ωπ −→ p(Ωπ)/A (voir aussi [3]
et [13]).
184 A. Baklouti, A. Ghorbel, H. Hamrouni
2.1. Repre´sentations mixtes.
De´ﬁnition 2.1. Soit G un groupe de Lie, H et A deux sous-groupes de
G et σ une repre´sentation de H. On appelle repre´sentation mixte ou de
type mixte la repre´sentation
ρ(G,H,A, σ) = IndGH σ|A.(5)
Lorsqu’on remplace la repre´sentation unitaire σ de H par un caracte`re
unitaire χf , la repre´sentation sera tout simplement note´e par ρ(G,H,A,f).
Alors, il est clair que ρ(G,H,G, σ) = τ(σ) et ρ(G,G,A, σ) = σ|A.
D’autre part, si le produit AH est un sous-groupe ferme´ de G, alors
le the´ore`me du sous-groupe de Mackey nous permet d’aﬃrmer que
ρ(AH,H,A, σ)  ρ(A,A ∩H,A, σ|A∩H)  IndAA∩H(σ|A∩H).
Si G est re´soluble exponentiel et si σ est une repre´sentation unitaire
irre´ductible de H, alors σ est une repre´sentation monomiale, c’est a`
dire induite d’un caracte`re unitaire. Notons σ  IndHB χl ou` l ∈ g,
B = exp(b) et b ∈ I(l|h, h). Alors il est imme´diat que
ρ(G,H,A, σ)  ρ(G,B,A, l).(6)
Ainsi l’e´tude de la repre´sentation mixte (5) quand σ ∈ Hˆ pourra eˆtre
eﬀectue´e sur des repre´sentations mixtes de type ρ(G,H,A, f). C’est
ce qu’on trouve d’ailleurs dans beaucoup de re´fe´rences. Dans ce texte,
certains de nos re´sultats seront exprime´s pour des repre´sentations de type
mixte d’ordre ge´ne´ral comme dans (5). La relation (6) s’ave`re parfois
tre´s utile pour transfe´rer certains re´sultats e´tablis sur des repre´sentations
mixtes de type ρ(G,H,A, f) a` des repre´sentations mixtes ge´ne´rales.
Quand A = H, la repre´sentation ρ(G,H,H, σ) sera note´e tout sim-
plement ρ(G,H, σ).
3. De´sinte´gration des repre´sentations mixtes
Dans cette section, nous allons e´crire la de´sinte´gration de la repre´sen-
tation ρ(G,H,A, σ) tout en donnant une description explicite de l’espace
de de´sinte´gration, des mesures et des multiplicite´s des repre´sentations
unitaires irre´ductibles qui apparaissent dans cette de´composition. Le
re´sultat principal de cette section est:
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The´ore`me 3.1. Soit G un groupe de Lie re´soluble exponentiel, H et A
deux sous-groupes ferme´s connexes de G et σ une repre´sentation unitaire
et irre´ductible de H. Alors la repre´sentation mixte ρ(G,H,A, σ) satisfait





ou` µσG,H,A est la mesure image de (dg × µ˜) sur G× q−1(ΩHσ ) au moyen
des applications


















ou` nσΩ = #[(Ω ∩ q−1(ΩHσ ))]/H et nψΩ = #[(Ω ∩ p−1(A · ψ))]/A.
Remarque. Quand G est nilpotent, A est abe´lien et σ = 1H , il a e´te´
prouve´ dans [12, The´ore`me 3.1] que la repre´sentation ρ(G,H,A) de´ﬁnie










Preuve du The´ore`me 3.1: La preuve de ce the´ore`me repose sur les de´sin-
te´grations de l’induite unitaire τ(σ) et des restrictions πφ|A, ou` πφ est
la repre´sentation liee´ a` la forme line´aire φ ∈ q−1(ΩHσ ). D’apre´s la for-

































































Remarquons tout d’abord que la projection p est Ad∗(A)-e´quivariante
c-a`-d p ◦ Ad∗(a) = Ad∗(a) ◦ p. Comme G · q−1(ΩHσ ) est G-invariant,
p(G · q−1(ΩHσ )) est A-invariant. Ainsi
S = [p(G · q−1(ΩHσ ))]/A.(9)
Notons µ˜σG,H,A la mesure sur p(G · q−1(ΩHσ )) obtenue par image de
(dg × µ˜) sur G × q−1(ΩHσ ) au moyen des applications G × q−1(ΩHσ ) →
G · q−1(ΩHσ ) → p(G · q−1(ΩHσ )). Quitte a` transporter la mesure µ˜σG,H,A
sur p(G ·q−1(ΩHσ )) par l’application p(G ·q−1(ΩHσ )) → p(G ·q−1(ΩHσ ))/A,
nous obtenons la mesure µσG,H,A sur [p(G · q−1(ΩHσ ))]/A de´crite dans le
the´ore`me. D’autre part d’apre´s les formules (3), (4) la mesure νσG,H est
l’image de (dg × µ˜) par l’ application G × q−1(ΩHσ ) → G · q−1(ΩHσ ) et
pour G · φ ∈ (G · q−1(ΩHσ ))/G la mesure µπφG,A est l’image de la mesure
canonique sur G · φ par l’application G · φ → p(G · φ)/A. Comme la
classe de la mesure canonique sur l’orbite G · φ est l’image de la mesure
de Haar dg par l’application G→ G ·φ, alors µπφG,A est l’image de dg par
l’application G→ G · φ→ p(G · φ)/A. Ainsi moyennant l’e´galite´ (9) on
peut voir que, lorsque G · φ varie dans (G · q−1(ΩHσ ))/G, le produit ten-
soriel des mesures µπφG,A et ν
σ
G,H nous donne e´galement la mesure µ
σ
G,H,A






pour certaine fonction multiplicite´s m(ψ) que nous allons prouver qu’elle
coincide avec la fonction donne´e dans (7). Pour ψ ∈ a, on pose
Mψ(σ) =
{
φ ∈ G · q−1(ΩHσ ); G · φ rencontre p−1{A · ψ}
}
.
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Comme p−1{A ·ψ} = A · p−1{ψ}, il est clair que Mψ(σ) est G-invariant
et que Mψ(σ) = G · q−1(ΩHσ ) ∩G · p−1(ψ). Ainsi l’ensemble Mψ(σ) ne
de´pend que de l’orbite A · ψ.












D’apre´s la de´ﬁnition de la fonction de multiplicite´s nψΩ, on peut voir
que la fonction m est constante sur chaque A-orbite. Ainsi on de´duit la
formule de de´sinte`gration de´crite dans le the´ore`me.
Comme re´sultat imme´diat du The´ore`me 3.1, nous de´duisons la de´sinte´-
gration centrale en repre´sentations unitaires irre´ductibles de la repre´sen-
tation mixte ρ(G,H,A, σ). SoitM′ψ(σ), l’ouvert dense deMψ(σ) forme´
par les e´le´ments dont la G-orbite est de dimension maximale. Quand
σ = χf , on note Mψ(σ) = Mψ et M′ψ(σ) = M′ψ.
Corollaire 3.2. Soit G un groupe de Lie re´soluble exponentiel, H et A
deux sous-groupes ferme´s connexes de G et σ une repre´sentation unitaire
et irre´ductible de H. Soit β la mesure image de la mesure µσG,H,A sur






Une repre´sentation γ = γψ, ψ ∈ a intervient dans la de´composition (10)
si et seulement si ψ ∈ p(G · q−1(ΩHσ )). Les multiplicite´s m(γψ) de
ρ(G,H,A, σ) qui sont donne´es comme dans (7) sont ﬁnies β-presque
partout si et seulement si τ(σ), πφ|A sont a` multiplicite´s ﬁnies pour
presque tout φ ∈ q−1(ΩHσ ) et [M′ψ(σ)]/G est a` cardinal ﬁni pour presque
tout ψ ∈ p(G · q−1(ΩHσ )).
4. Multiplicite´s des repre´sentations mixtes
Soit W une varie´te´, on dit qu’une proprie´te´ {Pw, w ∈ W} est vraie
ge´ne´riquement sur W , si elle est vraie en tout point de W sauf sur un
ensemble ne´gligeable relativement a` une classe de mesure donne´e sur W .
Nous supposons toujours que G est un groupe de Lie re´soluble ex-
ponentiel, H et A sont deux sous-groupes ferme´s connexes de G. Il est
bien connu que lorsque G est comple`tement re´soluble, les multiplicite´s
des repre´sentations τ(σ) pour σ ∈ Hˆ et π|A sont uniforme´ment inﬁnies
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ou uniforme´ment ﬁnies et borne´es (voir [15]). La condition de la ﬁnitude
des multiplicite´s de la repre´sentation τ(σ) est donne´e par l’e´galite´
dimG · φ = 2 dimH · φ− dim ΩHσ(11)
pour φ ge´ne´rique dans q−1(ΩHσ ) (voir [14]).
De la meˆme fac¸on, les multiplicite´s de la restriction π|A sont uni-
forme´ment ﬁnies quand
dim Ωπ = 2 dimA · φ− dimA · p(φ),(12)
pour φ ge´ne´rique dans Ωπ (voir [13]). Sinon, ces multiplicite´s sont uni-
forme´ment e´gales a` l’inﬁni. Le meˆme phe´nome`ne est obtenu quand G
est re´soluble exponentiel et les sous-groupes H et A sont normaux. Nous
allons chercher dans cette section des conditions ne´cessaires et suﬃsantes
pour la ﬁnitude des multiplicite´s des repre´sentations mixtes dans le cas
des groupes nilpotents. Nous montrons que de telles multiplicite´s sont
uniforme´ment inﬁnies ou uniforme´ment ﬁnies et borne´es. Pour aboutir
a` de tels re´sultats, on utilise des techniques e´manant de la ge´ome´trie
alge´brique.
Nous allons rappeller quelques proprie´te´s des ensembles semi-alge´bri-
ques. Ce mate´riel est assez standart. Nous envoyons le lecteur a` [4],
[6] et [18] pour plus de de´tails. Un sous-ensemble V de Rn est dit
semi-alge´brique, s’il est de la forme
V = {x ∈ Rn : P1(x) = · · · = Ps(x) = 0, Q1(x) > 0, . . . , Ql(x) > 0}
ou` les Pi, i = 1, . . . , s et les Qj , j = 1, . . . , l sont des fonctions polynomi-
ales sur Rn. Un ensemble de Rn sera dit alge´brique s’il est l’ensemble
des ze´ros communs d’une famille ﬁnie de fonctions polynomiales sur Rn.
Chaque ensemble semi-alge´brique V de Rn admet une partition
{Ai}mi=1 ve´riﬁant:
1) chaque Ai est une sous-varie´te´ connexe, localement ferme´e de Rn,
2) si Ai ∩Aj = ∅, alors Aj ⊂ Ai et dimAj < dimAi,
3) chaque Ai est un ensemble semi-alge´brique.





Cette de´ﬁnition est inde´pendante du choix de la stratiﬁcation {Ai}mi=1.
D’autre part, le the´ore`me de Tarski-Seidenberg dit, si F : Rn → Rm
est une fonction polynomiale et si V est un ensemble semi-alge´brique de
Rn, alors F (V ) est un ensemble semi-alge´brique de Rm (voir [18]).
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Il est bien connu que le nombre des composantes connexes de telles
varie´te´s est ﬁni pour la topologie euclidienne. En eﬀet, si V est un
ensemble semi-alge´brique de´ﬁni comme plus haut, alors le nombre de
ses composantes connexes est majore´ par (ld + 1)(2ld + 1)n, avec d =
max(degPi,degQj), qui ne de´pend pas des coeﬃcients de ces polynoˆmes
(voir Proposition 4.4.5 de [4]).
Soit pour ψ ∈ a, Aψ = G · Γf ∩ p−1(ψ). Alors il est clair que
Mψ = G · Aψ. Quand le groupe G est nilpotent re´el, l’ensemble Aψ
est alge´brique et par suite Mψ est un ensemble semi-alge´brique (c’est
l’image d’un ensemble alge´brique par une fonction polynomiale). Soit
dG la dimension maximale des G-orbites dans G · Γf . On appelle indice
de de´faut l’entier i(ψ) = dimMψ − dG. Alors il est clair que i(ψ) ≥ 0.
C’est cet indice de de´faut qui va nous permettre d’e´crire une premie`re
condition pour la ﬁnitude des multiplicite´s des repre´sentations mixtes.
Posons maintenant dH la dimension maximale des H-orbites dans G ·Γf ,
dA la dimension maximale des A-orbites dans G ·Γf et ﬁnalement d′A la
dimension maximale des A-orbites dans p(G · Γf ). Alors sur un ouvert
dense de Γf , les dimensions des G-orbites, H-orbites, A-orbites dans
G·Γf sont maximales ainsi que la dimension des A-orbites dans p(G·Γf ).
Nous allons prouver le the´ore`me suivant:
The´ore`me 4.1. Soit G un groupe de Lie nilpotent, H et A deux sous-
groupes ferme´s connexes de G et χf un caracte`re de H. Alors, l’indice
de de´faut i(ψ) est ge´ne´riquement nul ou ge´ne´riquement strictement po-
sitif sur p(G · Γf ). De meˆme, les multiplicite´s de la repre´sentation
mixte ρ(G,H,A, f) sont uniforme´ment inﬁnies ou ﬁnies et borne´es. Ces
multiplicite´s sont ﬁnies β-presque partout si et seulement si pour presque
tout ψ ∈ p(G · Γf ) la triple e´galite´
dimMψ = 2dA − d′A = 2dH ,
est ve´riﬁe´e.
Preuve: Rappellons tout d’abord le re´sultat suivant (voir [7]). Soit
Z = {x ∈ Rm : Q(x) = 0} un ouvert de Zariski de Rm et P est une
application polynomiale de Rm dans Rd. Alors l’ensemble des solutions
de l’equation P (x) = 0 sur Z est un ensemble ﬁni ou contient une famille
a` un parame`tre de solutions. Dans le cas ou` il est ﬁni, il est borne´ par
une constante qui ne de´pend que de m, d, degP , degQ. Appliquons ce
the´ore`me a` notre situation: Soit S une section transverse pour toutes les
G-orbites ge´ne´riques de Γf , obtenue de la manie`re suivante: Soit (gi)ni=0
une suite de Jordan-Ho¨lder de g et soit {Y1, . . . , Yn} une base de Jordan-
Ho¨lder extraite de cette suite tel que Yj ∈ gj \gj−1. Pour l ∈ g∗, on note
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j ∈ {1, . . . , n} : Yj /∈ gj−1 + g(l)
}
et
Σ = {e(l) : l ∈ g∗}.
Pour tout e ∈ Σ, on de´ﬁnit la couche
Ue = {l ∈ g∗ : e(l) = e}.
Alors il existe un ordre sur les e´le´ments de Σ = {e(1) < e(2) < · · · < e(α)},
tel que Ue(α) soit un ouvert de Zariski de g∗ et Ue(i) soit un ensemble
semi-alge´brique pour tout i ∈ {1, . . . , α}. De meˆme, il existe une unique
couche Ue tel que Ue ∩ Γf soit un ouvert de Zariski de Γf . Ainsi si
e = {j1 < · · · < jk}, alors S = Ue ∩ G · Γf ∩ Se est une section de
croisement pour toutes les G-orbites de Γf avec Se = vect〈Y ∗i ; i /∈ e〉.
Donc toute G-orbite ge´ne´rique rencontre S en un point unique. Pour
ψ ∈ a, n(ψ) = #[M′ψ]/G est donne´ par le nombre des e´le´ments de S qui
rencontrent G · p−1(ψ). Le nombre n(ψ) est identiquement inﬁni ou ﬁni
et borne´ comme il est solution de certaines e´quations polynomiales. Dans
le cas ou` ce nombre est ﬁni, il est majore´ par une constante inde´pendante
de ψ.
Rappellons que la formule des multiplicite´s de notre repre´sentation







D’apre´s la formule (12), nous voyons que les nombres nψΩ sont uni-
forme´ment inﬁnies ou ﬁnies et borne´es uniforme´ment par rapport a`
ψ (selon que dG = 2dA − d′A ou non). Ainsi les multiplicite´s de la
repre´sentation mixte sont uniforme´ment inﬁnies ou ﬁnies et borne´es.
Nous montrons ﬁnalement que la ﬁnitude des multiplicite´s de
ρ(G,H,A, f) est e´quivalente a` dimMψ = 2dA − d′A = 2dH . Supposons
en premier lieu que les multiplicite´s m(ψ) sont ﬁnies presque partout. Il
en re´sulte que ge´ne´riquement sur p(G · Γf ) les nombres n(ψ), nΩ et nψΩ
sont ﬁnis. Donc Mψ est re´union ﬁnie d’orbites, il s’ensuit comme toutes
les orbites sont ferme´es qu’elles sont aussi ouvertes donc elles posse`dent
la meˆme dimension que la varie´te´ Mψ elle-meˆme. Mais la dimension
des orbites ge´ne´riques est constante et e´gale a` dG d’ou` dimMψ = dG .
Ensuite dG = 2dH d’apre´s (11) et dG = 2dA − d′A d’apre´s (12) d’ou` le
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re´sultat. Re´ciproquement, on sait que
dG ≤ dimMψ = 2dH ≤ dG
alors les G-orbites ge´ne´riques sont ouvertes, donc ouvertes et ferme´es.
Comme elles sont connexes, elles sont les composantes connexes de Mψ.
Puisque Mψ est alge´brique, il n’a qu’un nombre ﬁni de composantes
connexes, ainsi n(ψ) est ﬁni. De plus l’e´galite´ dG = 2dH = 2dA − d′A
montre que le nombre nΩ est ﬁni et n
ψ
Ω est aussi ﬁni uniforme´ment par
rapport a` ψ.
Ainsi, nous voyons que la dimension de la varie´te´ Mψ est ge´ne´ri-
quement constante e´gale a` dG sur p(G·Γf ) quand n(ψ) est ge´ne´riquement
ﬁni, et donc l’indice de de´faut est ge´ne´riquement nul. Parcontre quand
n(ψ) est ge´ne´riquement inﬁni le raisonnement ci-dessus montre que i(ψ)
est ge´ne´riquement strictement positif.
Corollaire 4.2. Les hypothe`ses sont celles du the´ore`me pre´ce´dent. Sup-
posons que τ est a` multiplicite´s ﬁnies et que π|A est aussi a` multiplicite´s
ﬁnies, pour presque tout π dans le spectre de τ . Alors ρ(G,H,A, f)
est a` multiplicite´s ﬁnies si et seulement si i(ψ) = 0 ge´ne´riquement sur
p(G · Γf ).
Remarque 4.3. Dans la preuve du The´ore`me 4.1, nous remarquons que
si #[Mψ]/G est ﬁni, alors toutes les G-orbites sont de meˆme dimension.
Ainsi M′ψ = Mψ.
Nous e´tudions maintenant les multiplicite´s des repre´sentations mixtes
dans le cadre des groupes re´solubles exponentiels. Nous avons alors la
proposition suivante:
Proposition 4.4. Soit G un groupe de Lie re´soluble exponentiel, H un
sous-groupe ferme´ connexe de G et σ ∈ Hˆ. Soit a une polarisation G-in-
variante et commune a` tous les e´le´ments ge´ne´riques de q−1(ΩHσ ) et A =
exp a. Alors, les multiplicite´s de la repre´sentation mixte ρ(G,H,A, σ)
co¨ıncident avec celle de τ(σ) et son spectre ne contient que des car-
acte`res. Si G est comple`tement re´soluble, alors ces multiplicite´s sont
uniforme´ment borne´es si et seulement si l’e´galite´ (11) est satisfaite.
Preuve: Soit O1 l’ouvert dense des e´le´ments de q−1(ΩHσ ) dont la di-
mension de la G-orbite est maximale. Soit O˜1 l’ensemble des e´le´ments
ge´ne´riques dans G · q−1(ΩHσ ), c’est a` dire
O˜1 = {φ ∈ G · q−1(ΩHσ )/φ ∈ G · φ′, φ′ ∈ O1} = G · O1.
L’ensemble O˜1 est un ouvert dans G · q−1(ΩHσ ). Soit U un ouvert non
vide de G · q−1(ΩHσ ), alors G ·U est un ouvert non vide de G · q−1(ΩHσ ),
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comme
G · [G · U ∩ q−1(ΩHσ )] = G · U ∩G · q−1(ΩHσ ) = G · U = ∅,
alors G · U ∩ q−1(ΩHσ ) est un ouvert non vide de q−1(ΩHσ ). Ainsi G ·
U ∩ q−1(ΩHσ ) ∩ O1 = ∅ ce qui veut dire que G · U ∩ O1 = ∅ et donc
U ∩G · O1 = ∅, et par suite O˜1 est un ouvert dense dans G · q−1(ΩHσ ).
Posons maintenant O = {p(φ); dimG · φ est maximale dans G ·
q−1(ΩHσ )} = p(O˜1) = p(G · O1). Par de´ﬁnition de la mesure image
µσG,H,A(C
O/A




Comme O1 est un ouvert de comple´mentaire µ˜-ne´gligeable, alors O/A
est de comple´mentaire dans p(G · q−1(ΩHσ ))/A, µσG,H,A-ne´gligeable.
Soit ψ = p(φ) ∈ O, nous pouvons regarder une extension de ψ a` tout
g que nous noterons encore par ψ. Vu que A · φ = φ + ad a · φ, nous
voyons que la A-orbite est un ferme´ de g, et donc a est une polarisation
de Pukanszky. Ainsi:
A · φ = φ+ a⊥ = ψ + a⊥ = p(φ) + a⊥.(13)
Comme p−1({ψ}) = ψ+a⊥ nous de´duisons de la relation (13) que G·φ =
G · p−1({ψ}). Ainsi pour tout ψ = p(φ) ∈ O, nous avons G · p−1({ψ}) =
G · φ.
Ainsi Mψ(σ) = G · φ et #[G · q−1(ΩHσ ) ∩ G · p−1({ψ}))]/G = 1,
ce qui implique que mσ(ψ) = nσΩn
ψ
Ω. D’autre part nous savons que
Ω ∩ p−1(A · ψ) = Ω ∩ A · p−1({ψ}). Il en de´coule que Ω ∩ p−1(A · ψ) =
Ω ∩ (A · φ) = A · φ. Finalement, nψΩ = #[(Ω ∩ p−1(A.ψ))]/A = 1. D’ou`
mσ(ψ) = nΩ. D’autre part, pour ψ ∈ O, nous avons ψ([a, a]) = 0 et donc
le spectre de ρ(G,H,A, σ) ne fait intervenir que des caracte`res. Quand G
est comple`tement re´soluble, les multiplicite´s de τ(σ) sont uniforme´ment
borne´es si (11) est ve´riﬁe´e, sinon elles sont uniforme´ment inﬁnies.
Corollaire 4.5. Supposons que G est nilpotent et que τ(f) est a` multi-
plicite´s ﬁnies presque partout. Supposons que AdG([a, a]) ⊂ h ∩ ker f et
que dim(g/a) = 12 dG. Alors les multiplicite´s de ρ(G,H,A, f) sont ﬁnies
presque partout.
La premie`re condition est trivialement ve´riﬁe´e quand a est abe´lienne.
Ainsi on retrouve le re´sultat du The´ore`me 3.1 du [12].
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Preuve: Soit φ un e´le´ment ge´ne´rique dans Γf , alors φ = f + φ1 avec
φ1 ∈ h⊥ et g · φ([a, a]) = 0 pour tout g ∈ G. D’autre part:
dim a = dim g− 1
2
dG
= dim g− 1
2




(dim g + dim g(φ)).
Ainsi a est une polarisation re´elle en tout e´le´ment de l’orbite G ·φ. Vu
que g est nilpotent alors a est une polarisation de Pukanszky. Ainsi le
reste de la preuve de´coule de la ﬁn de la de´monstration de la proposition
pre´ce´dente sans utiliser le fait que a est un ide´al de g. On obtient que les
multiplicite´s de la repre´sentation ρ(G,H,A, f) coincident avec celles de
la repre´sentation τ(f) qui sont ﬁnies presque partout par hypothe`se.
L’exemple suivant montre que les conditions du Corollaire 4.5 sont
suﬃsantes et non necessaires pour assurer la ﬁnitude des multiplicite´s
de la repre´sentation ρ(G,H,A, f).
Exemple 4.6. Soit G le groupe de Lie nilpotent, connexe et simplement
connexe, d’alge`bre de Lie g engendre´e par (e1, . . . , e6) et dont les crochets
non nuls sont donne´s par:
[e6, e5] = −e4,
[e6, e4] = −e3,
[e6, e3] = −e2,
[e5, e2] = −e1,
[e4, e3] = e1.
Posons h = vect(e2, e3, e6) et a = vect(e1, e2, e3, e6). Alors h et a sont
deux sous-alge`bres de g. Notons f = λe3. Les orbites ge´ne´riques dans
Γτ sont de dimension dG = 4. En eﬀet, un simple calcul montre que














(t23 − 2t2t4 − λ2)e6; ti∈R
}
.
Ainsi, τ  ∫ ⊕
R
πx dx ou` πx est la repre´sentation associe´e a` l’orbite Ωx.
L’hypothe`se nΩ est ﬁni, pour tout Ω ge´ne´rique dans G · Γτ est ve´riﬁe´e.
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D’autre part le sous-groupe A est de codimension 2 = 12 dG, mais l’hypo-
the`se AdG([a, a]) ⊂ h∩ker f du Corollaire 4.5 n’est pas ve´riﬁe´e alors que
m(ψ) = 1 pour tout ψ ge´ne´rique dans p(G · Γτ ).
5. Cas des sous-groupes invariants
Dans toute cette section, nous supposons que G est un groupe de Lie
re´soluble exponentiel; H et A sont deux sous-groupes ferme´s connexes,
normaux de G. Pour ψ ∈ a∗, soit Bψ = Γf ∩G · p−1(ψ), alors il est clair
que Bψ est un ensemble analytique (i.e. ensemble des ze´ros communs
d’une famille ﬁnie de fonctions analytiques) et que Mψ = G · Bψ.
Comme dans la section pre´ce´dente on pose dH la dimension maximale
des H-orbites dans G · Γf et dA la dimension maximale des A-orbites
dans G·Γf et soit d′A la dimension maximale des A-orbites dans p(G·Γf ).
Conforme´ment au cas nilpotent, ge´ne´riquement sur Γf , les dimensions
des G-orbites, H-orbites, A-orbites dans G ·Γf sont maximales ainsi que
la dimension des A-orbites dans p(G · Γf ).
Soient φ ∈ Γf , g ∈ G et ψ = p(g · φ) ∈ p(G · Γf ). Notons
k = (a ∩ h)φ = (a ∩ h)f = {X ∈ g : f [X, a ∩ h] = 0},
et
K = exp(k) = {g ∈ G : g · φ|a∩h = φ|a∩h}.
Soient les sous-espaces w de g, u de a et v de h telle que
g = w⊕ (a + h), h = v⊕ (a ∩ h), et a = u⊕ (a ∩ h).
Nous allons commencer par prouver le lemme suivant:
Lemme 5.1.
Bψ = φ˜+ p(K · φ) + (a + h)⊥,
ou` φ˜ est la forme line´aire sur g de´ﬁnie par φ˜ = f sur v et φ˜ = 0 ailleurs.
En particulier, les ensembles Bψ et Mψ sont connexes.
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Preuve: Soit ψ = p(g · φ) ∈ p(G · Γf ) pour un certain g ∈ G et φ ∈ Γf .
Remarquons tout d’abord que Bψ = (φ + h⊥) ∩ G · (φ + a⊥) = ∅. Un
e´le´ment l de g∗ est dans Bψ si et seulement si l s’e´crit sous la forme l =
φ + α = k · φ + β pour certaines formes line´aires α ∈ h⊥, β ∈ a⊥ et
un e´le´ment k ∈ G. Comme k · φ = φ sur h ∩ a, alors k ∈ K. Ainsi
α = k · φ − φ sur a et β = φ − k · φ sur h. Posons F l’application:
K × (a+ h)⊥ → g∗ de´ﬁnie par (k, ϕ) → k · φ+ β(k) +ϕ, avec β(k) ∈ a⊥
et est de´ﬁnie par β(k) = f − k · f sur v et β(k) = 0 sur w. alors Bψ est
contenu dans l’image de K × (a + h)⊥ par l’application F . Inversement
soit l un e´le´ment de cette image; l = k · φ + β(k) + ϕ. Alors on peut
e´crire l sous la forme l = f +α avec α ∈ h⊥ de´ﬁnit par α = k ·φ sur u et
α = ϕ+ k · φ− f sur w; et donc l est un e´le´ment de f + h⊥. De meˆme,
nous voyons que l = k · φ+ γ avec γ ∈ a⊥ de´ﬁnit par γ = β(k) sur v et
γ = ϕ sur w et donc l est un e´le´ment de G · φ + a⊥. Ceci nous conduit
au fait que Bψ est l’image de K × (a + h)⊥ par F .
Ainsi on peut voir que Bψ = φ˜ + p(K · φ) + (a + h)⊥, tout en consi-
de´rant les e´le´ments de p(K · φ) comme des e´le´ments de g∗ par extension
triviale.
Nous sommes preˆts maintenant a` prouver le re´sultat principal de cette
section.
The´ore`me 5.2. Soient G un groupe de Lie re´soluble exponentiel; H
et A deux sous-groupes ferme´s connexes, normaux de G et χf un car-
acte`re unitaire de H. Alors les multiplicite´s de la repre´sentation mixte
ρ(G,H,A, f) sont uniforme´ment inﬁnies ou uniforme´ment e´gales a` un.
Une condition ne´cessaire et suﬃsante pour que ρ(G,H,A, f) soit sans
multiplicite´s est que pour presque tout ψ ∈ p(G·Γf ) nous ayons dimBψ =
dH = dA − 12d′A.
Preuve: Conforme´ment a` la formule (7), nous voyons que m(ψ) = 1 ou
+∞. En eﬀet, si m(ψ) < ∞, alors #[M′ψ]/G < ∞ et pour toute Ω




ou` les G · φi sont des orbites ge´ne´riques. Ce qui donne que B′ψ =
m⋃
i=1
G · φi ∩ Γf =
m⋃
i=1
H · φi = Bψ car pour toute forme line´aire φ ∈ Γf ,
dimH ·φ = dimH ·f . Nous avons H ·φi = φi+ad h ·φi = φi+ad h ·f ,
par suite H · φi est un ferme´ et ouvert de Bψ qui est connexe. Ainsi
m = 1 et Bψ = H · φ pour un certain φ dans Γf , ce qui donne que
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Mψ = G · φ et m(ψ) = 1. Prouvons maintenant que:
m(ψ) = 1 ⇐⇒ dimBψ = dimH · φ = dimA · φ− 12 dimA · ψ.(14)
En eﬀet, supposons d’abord que m(ψ) = 1. Dans ce cas, nous avons
Mψ = M′ψ = G · φ, nG·φ = 1 et nψG·φ = 1. Ainsi, Bψ = H · φ et donc
dimBψ = dimH · φ = dimA · φ − 12 dimA · p(φ). Re´ciproquement, si
dimBψ = dimH · φ, alors H · φ est un ouvert de la variete´ Bψ, qui est
connexe. Vu que H · φ est un ferme´, nous avons Bψ = H · φ. Aussi
Mψ = G · φ et Bψ = Mψ ∩ Γf = Γf ∩G · φ = H · φ. Ceci nous conduit
au fait que nG·φ = 1, ainsi dimG · φ = 2H · φ et le fait que dimH · φ =
dimA·φ− 12 dimA·ψ nous permet de de´duire que nψG·φ = 1. Ceci termine
la preuve de (14). Maintenant, remarquons que dimBψ = dim p(K ·φ)+
dim(a+h)⊥ = dimK ·p(φ)+dim(a+h)⊥ qui est ge´ne´riquement constant
sur Γf . Ainsi les multiplicite´s de ρ(G,H,A, f) sont uniforme´ment un ou
l’inﬁnie.
Corollaire 5.3 (Alignement au cas nilpotent). Les hypothe`ses sont ce-
lles du the´ore`me pre´ce´dent. Alors la repre´sentation ρ(G,H,A, f) est
sans multiplicite´s si et seulement si pour presque tout ψ ∈ p(G · Γf ),
Mψ est une varie´te´ dont la dimension ve´riﬁe
dimMψ = 2dH = 2dA − d′A.
Preuve: Supposons que Mψ est une varie´te´ dont la dimension ve´riﬁe
dimMψ = 2dH = 2dA − d′A. Posons Mψ = ∪i∈IG · φi. Alors pour tout
i ∈ I; dimG ·φi ≤ dimMψ = 2 dimH ·φi ≤ dimG ·φi. Ainsi dimMψ =
dimG ·φi et donc toute orbite est un ouvert et par suite un ferme´ de Mψ
qui est connexe, on en de´duit que I a un seul e´le´ment et que Mψ = G ·φ
et donc dimG ·φ = 2 dimH ·φ. Finalement Bψ = G ·φ∩Γf = H ·φ, d’ou`
dimBψ = dimH ·φ. L’hypothe`se dimH ·φ = dA− 12d′A et le The´ore`me 5.2
nous permettent de de´duire que la repre´sentation ρ(G,H,A, f) est sans
multiplicite´s.
Re´ciproquement si les multiplicite´s de ρ(G,H,A, f) sont uniforme´-
ment ﬁnies, alors pour presque tout ψ ∈ p(G · Γf ), m(ψ) = 1. Dans ce
cas Mψ = G ·φ qui est une varie´te´ avec φ est un e´le´ment ge´ne´rique dans
Γf ve´riﬁant ψ = p(g · φ). Aussi nψG·φ = nG·φ = 1 et donc dimMψ =
dimG · φ = 2dH = 2dA − d′A.
Corollaire 5.4. Soient G un groupe de Lie re´soluble exponentiel; H
et A deux sous-groupes ferme´s connexes, normaux de G et χf un car-
acte`re unitaire de H. Supposons que [a, a] ⊂ h∩ker f et dim g/a = 12 dG.
Si τ est a` multiplicite´s ﬁnies, alors ρ(G,H,A, f) est sans multiplicite´s.
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Preuve: Les hypothe`ses nous conduisent au fait que a est une polari-
sation commune a` tous les e´le´ments dont la dimension de la G-orbite
est maximale de Γf . Les The´ore`mes 3.6 et 5.2, nous permettent de
conclure.
Nous allons maintenant e´tudier le cas particulier ou` A = H.
Proposition 5.5. Soit G un groupe de Lie re´soluble exponentiel, H un
sous-groupe ferme´ connexe, normal de G et χf un caracte`re de H. Alors:





G,H(ψ)  m(f, h)πf |H ,
ou` m(f, h) = 1 ou l’inﬁni selon que h ∈M(f, g) ou non.
Preuve: Soit
K = Hf = {g ∈ G : g · (f|h) = f|h}.
L’espace de la repre´sentation ρ = ρ(G,H, f) est L2(G/H, f). Pour ξ ∈
L2(G/H, f), nous avons
ρ(h)ξ(g) = χg·f (h)ξ(g) ∀h ∈ H, ∀ g ∈ G,
et




ou` Ω = G · f|h = G/K. Ainsi, si H = K, alors H est une polarisation




G,H(ϕ)  πf |H . Si H = K, alors
ρ  ∫ ⊕
Ω
∞χϕ dµfG,H(ϕ)  ∞πf |H .
Exemples 5.6. Soit G un groupe de Lie re´soluble exponentiel d’alge`bre
de Lie g. On sait que (IndG{e} 1) est la repre´sentation re´gulie`re gauche λG
qui se re´alise sur L2(G) par λG(g)ξ(x) = ξ(g−1x) pour tout g, x ∈ G et
ξ ∈ L2(G). Ici f = 0 et H = {e}. Donc h n’est pas une polarisation en
f , et ρ(G, {e}, 0) = λG|{e}  ∞ · 1.
Prenons maintenant H un sous-groupe normal de codimension 1 dans
G tel que h soit subordonne´e a` f et p : g → h la projection canonique.
Notons g = h ⊕RX. Si g(f) ⊆ h, alors h est une polarisation en f et
on a ρ(G,H, f)  ∫ ⊕
R
χp(exp tX·f) dt. Si g(f) ⊂ h, dans ce cas h n’est pas
une polarisation en f et on a ρ(G,H, f)  ∞χp(f).
Soit enﬁnG le groupe de Boidol, son alge`bre de Lie g est engendre´e par
les vecteurs A, X, Y , Z tels que [A,X] = X; [A, Y ] = −Y ; [X,Y ] = Z.
Prenons fα = αZ; α = 0. Si H = exp(RZ), alors h n’est pas une
polarisation en fα, ainsi m(f, h) = +∞ et ρ(G,H, fα)  ∞χαZ
 .
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Si H = exp(RZ ⊕RX) alors h n’est pas une polarisation en f aussi
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